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Modelle ebener hyperbolischer Geometrien I und II

von

S. K. Grosser, Wien

§ 1 Einleitung

Der Inhalt der folgenden sehr kurzen schriftlichen Darbietung beschreibt die bei-
den Vortrige, die der Autor anliBlich der Lehrerfortbildungstagungen 1994 und 1995
gehalten hat. Sie sind so eng miteinander verkniipft, da8 eine inhaltliche Trennung
keinerlei Vorteil bringen wiirde.

Gegenstand dieser Ausfilhrungen waren vier Modelle ebener hyperbolischer Geo-
metrien und ihre Beschreibung durch geeignete Computer-Programme, die in einer
wissenschaftlichen Kooperation zwischen der Arbeitsgruppe des Autors und einer
Fachabteilung der SIEMENS AG OSTERREICH (Dr. P. Hrandek) entstanden sind.
Im Grunde sind die dabei hergestellten Programme noch allgemeiner - sie umfassen
auch ein sphirisches und ein projektives Modell (siehe [GR]), aber hier wird aur An-
teil an hyperbolischer ebener Geometrie beschrieben. Der GroBteil der notwendigen
Programmierarbeit wurde von Mag. G. Hippmann geleistet; eine dafiir notwendige
Mathematik-Oberfliche fiir WINDOWS stammt von Mag. J. Grassberger. Néhere
Details iiber die Programme werden in §6 dargelegt.

Hauptgegenstand der Erérterungen in diesem Artikel sind vier Standardmodelle
von H*(R), die hier der Bequemlichkeit halber - und einigermafen im Sinne der
Tradition — mit den Namen ihrer Erfinder (Lobachevsky, Klein, Poincaré, Weierstraf)
als H2, HY, H%, H}, charakterisiert werden.!

Schon ein Blick auf die Trigermengen dieser Modelle zeigt von ihrer (8uBerlichen)
Verschiedenheit:

(1) Fiir HZ ist das das Innere des Einheitskreises der Ebene mit der in § 2 ange-
deuteten Distanzfunktion.

(2) Fiir H% ist es ebenfalls das Innere des Einheitskreises, aber mit einer anderen
Distanzfunktion.

(3) Fir H% ist es die obere (begrenzte) Halbebene der komplexen Ebene mit
einer gewissen nicht-euklidischen Distanzfunktion.

(4) Fiir H2, ist es die obere Halfte des 2-schaligen Hyperboloids z{ + 2 =2z3-1
im (21,22, %o)-Raum (also dann R®) mit einer gewissen nicht-euklidischen
Distanzfunktion.

Nun gehéren zu einer Geometrie im Sinne von Felix Klein ja nicht nur die Objekte, die
das Interesse des Geometers fesseln — die Punkte, Geraden, Dreiecke, Polygome etc.
~ sondern jeweils auch die zugehérige Klein’sche Gruppe (G(H}), G(Hk), G(H%),

1Hjer muB der Leser darauf hingewiesen werden, daB diese Bezeichnungen in der internationa-
len Literatur durchaus ,variabel“ gehandhabt werden und daB der Name ,Weierstraf®, durch die
Verwendung von [RE] angeregt wurde.
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G(H%,)) von Transformationen (,Isomorphismen®), welche diese Objekte der Geo-
metrie ineinander tiberfithren und dariiber hinaus auch die (Hyperbolische) Distanz
zwischen Punkten bewahren. In der Beschreibung dieser Gruppen offenbart sich am -
starksten die duBerliche Verschiedenheit bzw. die historische Entwicklung dieser Mo-
delle, die nichtsdestoweniger ja trotzdem paarweise in einem sehr starken Sinn, zuein-
ander isomorph sind. Die Gruppen sind, grob gesprochen, die folgenden:

(1) G(H?)ist eine Gruppe von linear gebrochenen Transformationen der z-Ebene,

b
w = T wo ad — bc # 0 bzw. ihrer ,Konjugierten.
cz
az+b
W = Wo ad—bc #0 .

(2) G(H%) ist eine Gruppe von birationalen Transformationen
(u,v) = (ﬂéﬂl 1’—’7(5'1) der Ebene R?, wo py, 91, p2,92 Polynome 2. Grades

91(z,y)? g2(z,y)
sind.

Alternativ kann H% als die Gruppe der projektiven linearen Transforma-
tion der projektiven Ebene P?(R) angesehen werden, welche den Einheitskreis
in sich abbilden.

(3) G(H%) ist eine dhnlich definierte Gruppe wie die in (1).
(4) G(H3,) ist eine Gruppe von reellen 3 x 3-Matrizen (also eine lineare Gruppe),
welche die quadratische Form z? + z2 — z2 konstant gleich —1 lassen.

Daf} diese so verschiedenen Beschreibungen gehorchenden Gruppen ebenfalls paaweise
isomorph sind, ist ein Gberraschendes Moment, das die mathematische Tiefe dieser
Begriffsbildungen deutlich macht. Ist a : H?(M;) — H?(M;) einer der oben erwihn-
ten Isomorphismen zwischen den Modellen M; und Mj, dann ist & : G(H?, (M;)) —

G(H?*(M)), definiert durch ¢ — aopoa~! der zughdrige Isomorphismus der Grup-
pen dieser Modelle.

In der elementaren Lehrbuchliteratur iiber hyperbolische Riume findet sich kei-
nerlei Hinweis auf die Topologie, mit der die Gruppe G(H?(M)) des Modells M aus-
zustatten ist. Da es sich um Transformationsgruppen eines jeweils lokal-kompakten
Raumes handelt, kommt hier nur die lokal-otfene Topologie in Frage, wobei allerdings
die Stetigkeit der Operation a + a™! auf jeder dieser Gruppen nachzuweisen ist.
Konkret bedeutet das, daB z.3. auf der Matrizengruppe G(H?%,) nicht die iibliche To-
pologie (des R?) zu verwenden wire, Details werden in [HI] ausgearbeitet sein. Mit
diesem Proviso werden die Gruppen der genannten Geometrien von topologischen
Gruppen und die Isomorphismen & zu topologischen, also auch Homdéomorphismen.

Aus den insgesamt angefiihrten Argumenten geniigt es, eines der erwdhnten Mo-
delle genauer, die anderen nur etwas fliichtiger, zu beschreiben. Dafiir wird im fol-
genden H? ausgewihlt.
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§ 2 Das Modell B}

Die Grundmenge ist der offene Einheitskreis in der (komplexen) z-Ebene: {zeC|
|z| < 1} =: HE (hyperbolische Ebene).

Die Punkte dieser Geometrie sind die Punkte des offenen Einheitskreises, die Gera-
den sind die Durchmesser und jene Bdgen von Orthogonalkreisen zum Einheitskreis,
die innen liegen. Aus Punkten und Geradensegmenten konnen Dreiecke, Vierecke und
allgemeinere Polygone gebildet werden.

Satz 1. Durch je zwei verschiedene Punkte A, B in HE existiert genau eine Ge-
rade.

Um den Distanzbegriff in diesem Modell wiirdigen zu kénnen, bendtigt man weitefe
Hilfsmittel aus der Komplexen Funktionentheorie bzw. der linearen Algebra. Diese
sind in den folgenden Sitzen und Definitionen skizziert.

DN. Das Teilverhdlinis, in dem der Punkt A die Strecke ST teilt, ist durch

A T

As _|A-S] 3
AT T |A-T|

TV(S,T; A) :=

gegeben. Es gilt 0 < TV < o0.
DN. Das Doppelverhdltnis (projektiv), in dem das Punktepaar A, B die Strecke
ST teilt, ist durch

gy, |A=SIB-T| _TV(ST;A)

. 1 < < . ¢ * s +-
gegeben. Es gilt 0 < DV < o0 -+ 3 3 T

DN. Das Doppelverhdlinis (komplex) der Punkte 4, B der komplexen Ebene in
bezug auf das Punktepaar 5, T ist durch

(A-S)YB-T)

DV(S,T; A, B) := =TG-

gegeben. Es gilt DV € CU {0}
Satz 2. IST/(S,T; A,B) € R & S,T, A, B liegen auf einem Kreis oder auf einer
Geraden.

Satz 3. Seiw = f(2) = 5:7‘;_%’ (mit ad — bc # 0) eine Mébius-Transformation und
seien 21, 23, 23, 24 € CU{00}, vier verschiedene Punkte der um oo erweiterten z-Ebene.
Falls w; = f(2;), 1 < j <4, dann gilt DV (w,, wg, w3, ws) = DV (21, 22,23, 24)

BEMERKUNG. Falls S, T, A, B in R liegen, gilt DV = |DV|.
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DN. Die Distanz der Punkte A und B (im Inneren des Einheitskreises) sei durch
d(4, B) := |log DV(S,T; A, B)|
gegeben, wo S, T die in der Skizze markierten Punkte auf dem Einheitskreis sind.

T Es gelten die Regeln:
d(4,B)>0; d(4,B)=0& A =3B
d(A, B) = d(B, A)
d(4,C) < d(A, B) + d(B,C)

Mit dieser Distanz wird die hyperbolische Ebene H E zu einem metrischen Raum.
Es folgt nun eine Kurzbeschreibung der Klein’schen Transformationsgruppe G(H2 )
dieser Geometrie. Sie besteht aus allen Transformationen der beiden folgenden Arten:

w = pu(z)= %fﬁ mit ad — bb = 1
und _ _
w = u(Z)= ££ mit a3 — bb = 1
Erstere sind Md&bius-Transformationen, _ letztere werden durch Vorschaltung
einer Spiegelung (z ~— %) aus ihnen erhalten. Im speziellen gehdren folgende Trans-

formationen zu dieser Gruppe:
Rotationen O: w=e"%z

Translationen (zg — 0): w= -5

Spiegelungen an L-Geraden:

(Die zweite Spicgelung stellt eine Spiegelung P ~+ P’ am Orthogonalkreis dar).
Diese Transformationen sind zahlreich genug, wie folgt.

Satz 4. Zu P,Q) in HE existiert ein a € G, so da8 a(P) = Q.

Satz 5. Zu L-Geraden g, h existiert a € G, so daf a(g) = A.

DN. Der Winkel zwischen den Geraden g und 4 in H E ist der euklidische ("gewdhn-
liche) Winkel zwischen den beiden Kurven in ihrem Schnittpunkt.

Satz 6. Fir die Winkelsummme im Dreieck gt a+ 03+~ <.

Trigonometrie auf H2.
Iin rechtwinkeligen hyperbolischen Dreieck gelten:

cosh ¢ = coshacosh b = cot a cot 3
tanha = tan asinh b = tanh ccos 3
tanh b = tan @sinha = tanh ¢ cos a
sin a cosh b = cos §
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Im allgemeinen hyperbolischen Dreieck gelten:

Sinussatz: sinha:sinhb:sinhe=sina:singd:siny
1. Cosinussatz: coshc = coshacoshb — sinhasinhbcosy
9. Cosinussatz: cosy = —cosacos/ +sinasinfcoshe

Dreiecksgeometrie auf H}. (In der zitierten Literatur nur in Andeutungen vor-
handen)

Ein euklidischer Kreis um O ist auch ein hyperbolischer. Da die Transformationen
aus G solche Kreise bewahren (nicht aber ihre Mittelpunkte!), existieren hyperbolische
Kreise um jeden Punkt (und sind euklidische Kreise). '

Fiir Dreiecke existieren Schwerlinien, Hohen, Seitensymmetralen. Es existiert der
Inkreismittelpunkt I, manchmal der Hohenschnittpunkt H, manchmal der Umkreis-
mittelpunkt U. Es gibt keine Euler-Gerade.

Ferner gibt es andere interessante Kurven: Grenzkreise, Abstandslinien etc.

§ 3 Das Modell H}

Die Trigermenge von H% ist ebenfalls der offene Einheitskreis. Die Punkte des
Modells sind diese Punkte, die Geraden sind euklidische (also ,gewdhnliche“) Sehnen
dieses Kreises (ohne die Endpunkte). Damit sind Dreiecke, Vierecke und Vielecke
definiert.

Die Winkel zwischen zwei Geraden g und A sind
aber nicht die euklidischen. Um sie richtig definieren
zu konnen, ist es einfacher, eine Abbildung ®x,L :
H% — H3,®(P) := P' gemia der nebenstehenden

W ZeichnungL zu verwenden. Man kann sich iberzeu-
&' gen, daB & die besondere Eigenschaft hat, die ge-
samte Sehne durch P auf den Kreisbogen durch P’

abzubilden.

Ersetzt man nun die Geraden ¢ und Ay aus H%, deren Bilder unter ® damit
Geraden ¢’ und A’ in H2 sind, durch letztere, so ist als Winkel zwischen ¢ und A der
euklidische Winkel zwischen ¢’ und A’ zu nehmen. Die Winkel eines Dreiecks in HZ%
sind also die Winkel des durch @ ; eindeutig zugeordneten Dreiecks in Hi.

GemiD den in § 1 gemachten Erdrterungen lift sich mit Hilfe dieses Isomorphismus
Pk 1 auch die Gruppe G(H?% ) ermitteln. Unabhéngig von diesen Uberlegungen kann
letztere auch aus den (bisher nicht erwshnten) Axiomen fiir die hyperbolische Ebene
als die Gruppe jener projektiven linearen Isomorphismen der cuklidischen Ebene be-
schrieben werden, welche das Innere des Einheitskreises auf sich selbst abbilden. Da-
her sind die Beschreibungen geometrischer Objekte und die Darstellung von Sachver-
halten im Modell H2 traditionell eher in die Sprache und Methodik der projektiven
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linearen Geometrie eingekleidet.

Fir die Geometrie und Trigonometrie in H gelten also die zu den in § 1 darge-
stellten Sachverhalten bzw. Sdtzen analogen Sachverhalte und Sitze.

§ 4 Das Modell 83

Die Grundmenge ist die (von der z-Achse berandete) offene obere Halbebne der
z—-Ebene. Durch die Abbildung w = f—;‘_—: wird die offene Halbebene in das Innere
des Einheitskreises und die z-Achse auf den Einheitskreis abgebildet; denn wenn z
in der oberen Halbebene liegt, ist der Abstand von z zu 1, also |z — i|, kleiner als der
Abstand von z zu —i, also |z — (—i)|, so daB in diesem Fall |w| < 1 gilt. Fir z auf
der z—-Achse sind diese Abstiande gleich, also |w| = 1 Dazu ein Bild:

() z (w)
i
e 2

- A 1 o 2Pl 1
1> -

Im Sinne des Vergleichs der Geometrien Hb und H) soll diese Cayley-Abbildung
als ¢p | bezeichnet werden, ihre inverse, z = —ﬁ, als ¢.,p. Da diese Cayley-
Transformation, als Spezialfall einer Mébius-Transformation von C, Kreise und Ge-
raden wieder in Kreise und Geraden abbildet und auch winkeltreu ist, kann das Modell

H3% nun leicht beschrieben werden.

Die Punkte sind jene der offenen Halbebene, die Geraden sind (euklidische) Halb-
kreise mit Mittelpunkt auf der z-Achse, die Winkel zwischen Geraden sind die eu-
slidischen Winkel zwischen diesen Kreisbégen. Alle anderen Elemente der Geometrie
(einschlieBlich der Metrik) von H3} lassen sich nun aus H} entsprechend iibertragen.

= 2
§ 5 Das Modell #y,

Auf den ersten Blick am ungewdhnlichsten wirkt dieses Modell, das gemi8 [RE]
wohl am besten WeierstraB zuzuschreiben ist. Der R? sei als (z;, 22, To)~Raum gege-
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ben und man betrachte die obere Schale (zo > 0) des 2-schaligen Hyperboloids:

X {(’-‘1,1'2,3:0)l2f+z§-—:c§=_1},

— | Die Punkte des Modells sind die Punkte dieser
oberen Schale. Geraden im Modell sind die Schnitte
der Schale mit Ebenen durch den Ursprung. Schwie-

~—— riger als in dea anderen Modellen ist hier die Be-

schreibung der Metrik. Wir fassen ¢(zy,2,%0) :=
~z2 + 2} + 23 als gegebene quadratische Form auf

(0,0.1) und ermitteln zunichst die zugehdrige symmetrische
x < Bilinearform. Es ist, fiir X := (z1,23,%0), ¥ =
X

1 2 (yx,yz,yo).

1
KX, Y) = pla(X +Y) = g(X) ~ a(¥)] = ~zato + 2131 + 7282

Dann gilt ¢(X) = p(X,X) und ¢(X) = p(X,X) = —1 fir die Punkte der Schale.
Somit ist —p positiv-definit auf derselben und es ist sinnvoll,

d(P: Q) = "’p(Pv Q)

fiir je zwei Punkte P und @ auf ihr zu setzen. Fir 3 Punkte A,B,C auf einer
Geraden, wobei B zwischen 4 und C liegt, gilt dann d(4, B) = d(4,C) + d(B,C).
Daraus kann, allgemein fiir 3 Punkte A, B, C auf der Schale, die Dreiecksungleichung
fiir ihre Distanzen hergeleitet werden [RE].

Die Tragermenge des zu konstruierenden Modells ist nun diese Schale {(z1, z2, Z0) |
22 + 22 — 3 = —1,z¢ > 0} mit der angegebenen Distanzfunktion. Das ist nun Hy,.

Die Beschreibung der zuhdrigen Gruppe von Transformationen dieser Geometrie,
G(H%,), fallt nun nicht schwer. Wir betrachten die Menge aller 3 x 3-Matrizen ¢ in
GL(3,R), welche die Form ¢ (bzw. p) invariant lassen:

g(¢(P)) = q(P) fiir alle P € Hiy .

Das ist das Analogon der orthogonalen Gruppe (in bezug auf das ,gewchnliche” innere
Produkt). Diese Matrizen bilden die Gruppe G(H%,). Man kann diese lineare Gruppe
auch als die Gruppe der 3 x 3-Matrizen beschreiben, welche mit der Matrix

-1 00
lg = 010
0 01

in der Relation @ty = tg stehen, wo ! die transponierte Matrix zu ¢ ist. Spezielle
Elemente dieser Gruppe sind z.B. die Rotationen um (0,0, 1):

cosd —sinf O
g := | sinf cosd Of .
0 0 1
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Jetzt soll die Winkelmessung in H?, kurz beschrieben werden. Man stelle sich eine
Gerade in Hy, vor, also den Schnitt von {(z1,22,20) | =22 + 22 + 22 = ~1,z0 > 0}
mit der Ebene az, + bz, = czy durch (0,0,0). Thr Schnitt mit der oberen Schale des
Hyperboloids ergibt eine Kurve (Gerade in H2,), deren Tangentialvektor T im Punkte
P der Flache sicher nicht innerhalb des Doppelkegels {(z;, 3, Zo) | —zf+azl 412 = 0}
verlduft, der H?%,  begrenzt“. Mit einer gewissen Normierung gilt also fiir jeden
solchen Tangentialvektor T, daB ¢(T) = 1. Nun sei durch die Punkte BAC ein
Winkel bei A mit den Schenkeln AB und AC definiert,. W
Als sein Winkelma8 setzen wir nun

\ A

8 := arccos p(V, W)

an, wobei V' und W die Tangentialvektoren in A an AB bzw. AC sind. (Dazu mu8
2uerst gezeigt werden, daf |p(V, W)| < 1).

Um das hier vorliegende Modell von H?, mit den anderen vergleichen zu kénnen,
wird jetzt noch der Isomorphismus ¢ - Y — H% konstruiert, der dieses Modell
mit dem Klein'schen verknilipft. Dazu verwenden wir einfach die perspektivische
Abbildung aus (0,0,0), bei der jeder Punkt von H%, auf einen Punkt des Inneren
der Kreisscheibe

{(z1,22,20) |22 + 22 = 1,24 = 1}

abgebildet wird. Klarerweise gehen dabei hyperbolische Geraden aus H}, auf solche
in H3, tiber und es ist ebenso leicht einzusehen, da8 die Abbildung eine Inverse besitzt.

Eine letzte Bemerkung: Setzt man als Perspektivititszentrum nicht (0,0,0), son-
dern den Punkt (0,0,-1), den »olidpol“ des Hyperboloids an, so kann man durch
die entsprechende Variante der hyperbolisch-stereographischen Abbildung aus H3,
auch HZ herleiten. Dieser Weg sei allen empfohlen, die an Darstellender Geometrie
besonderes Interesse haben.

§ 6 Das Computer-Programm

Das Programm HYPERZOO realisiert die genannten vier Modelle der hyperboli-
schen ebenen Geometrie. Dariiber hinaus ist es so konzipiert, daB es auch sin Modell
der sphirischen, sowie der affinen ebenen Geometrie enthalt.?

Lem Beniitzer sollen mehrere Grafikfenster zur Verfligung gestellt werden, in de-
aen die Objekte der oben genannten Geometrien definiert, in verschiedenen Modellen
dargestellt und verindert werden kénnen. Die Grafikfenster sind am Bildschirm be-
liebig positionierbar uad sollen ihre Inhalte untereinander austauschen kénnen. Fer-
513 erstellte Grafiken kénaen abgespeichert, ausgedruckt oder in e WINDOWS-
Zwischenablage cxportiert werden,

1%in Modall der projektiven Ebene - PROJEKTIVER ZGO - wurde in 2inem Yortrag vorgestellt
nnd ist nach atwas anderen Prinzipien gestaltet [GR].
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Dem Anwender werden eine grole Anzahl an Konstruktionen zur Auswahl stehen,
wobei insbesondere auch die trigonometrischen Berechnungen ausfiihrbar sind. Die

den einzelnen Geometrien zugrundeliegenden Transformationen, die ,Bewegungen“, -

werden ebenfalls bereitgestelit.

Weiters sind geplant: Schnittpunktberechnungen, Parametrisierung impliziter Glei-
chungen, Hauptachsentransformationen, Involuten-Berechnung.

Das Programm HYPERZOO entsteht derzeit in der objekt-orientierten Sprache
TURBOQ-PASCAL fiir WINDOWS, da es den Nachfolger des in der gleichen Sprache
geschriebenen Programms PROJZOO darstellt.

Die Entwicklungsarbeit 1aBt sich in drei grofle Bereiche einteilen:

~ Bereitstellung einer komplex-projektiven Arithmetik und Funktionshandha-
bung

- Entwicklung und Implementation der mathematischen Grundlagen der ein-
zelnen Geometrien

- Programmierung der Grafikoberfliche

Um die Behandlung des Funktionskalkiils besonders in Bezug auf Singularititen maéglichst

bequem zu gestalten, wurde eine komplexe Monom-Arithmetik definiert, die auch
negative Wurzel-Operanden und unendlich grofle Zahlen verarbeiten kann. Diesem
Vorteil steht aber eine verlangsamte Verarbeitungsgeschwindigkeit entgegen.

Die Funktionshandhabung arbeitet Pointer-orientiert und stellt dem Programmie-

rer Parsing, Evaluation, Anzeige und Differentiation zur Verfiigung.

Die Implementierung der geometrischen Konzepte der Punkte, Geraden, Dreiecke
und Orbits geometrischer Bewegungen (z.B. Kreise) fithrte zu einer sauberen Tren-
nung in drei Teile:

1: Die Definition einer Kurve auf einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit im
Raum in einem wihlbaren Koordinatensystem samt zugehoriger Kartenab-
bildung (z.B. Kugelkoordianten).

2: Die Transformation des R?® in ein wihlbares Modell (z.B. stereographische
Projektion in eine Ebene).

3: Eine rdumliche Drehung des Modells in einen sinnvollen Betrachtungswinkel

zur Darstellung am Bildschirm.
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§ 7 Beispiele aus HYPERZOO

Im folgenden wird die Leistungsfahigkeit des Programms an sieben Beispielen de-
monstriert.

BEISPIEL 1. Im L-Modell gilt:

Al hat einen (echten) Umkreis
A2 hat einen Um-Horozykel
A3 hat eine Um-Abstandslinie

=
2
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BEISPIEL 2. Al,A2,A3 sind im K-Modell dargestellt.
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BEISPIEL 3. Al,A2,A3 sind im P-Modell dargestellt.

L

BEISPIEL 4. Al,A2,A3 sind im W-Modell dargestellt.

.\ ,
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BEISPIEL 5. Fiir drei Dreiecke im L-Modell werden der Schwerpunkt (Swp), der
Hohenschnittpunkt (H sp) und der Inkreismittelpunkt (Inkr.M p) ausgewiesen.

wp

Sp
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BEISPIEL 7. Drehung, Spiegelung, Translation und Horolation eines Dreiecks im
L-Modell.
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